Wyktad 12 (30.05.2019)

Materiat do samodzielnego przestudiowania,
obowigzujacy na egzaminie



Geometria w ujeciu analitycznym

Przyjmujemy za Kartezjuszem (René Descartes, 1596-1650), ze przez
odniesienie do wybranego uktadu wspétrzednych kazdy punkt ptaszczyzny
mozna jednoznacznie wyznaczy¢ (odr6zni¢ od innych punktéw) przez podanie
dwoéch liczb — wspdtrzednych tego punktu. Wybér uktadu polega na wyborze
punktu poczatkowego ukfadu wspétrzednych zwanego srodkiem uktadu
wspotrzednych oraz dwéch osi uktadu, zazwyczaj przyjmowanych jako
wzajemnie prostopadfe. W ten sposéb powstaje bijekcja:

(Pfaszczyzna Euklidesa) I3 p «— (xi, x2) € R* (ptaszczyzna Kartezjusza)

Punkt odpowiadajacy wektorowi zerowemu, 0 = (0, 0) € R? jest punktem
przeciecia osi wspétrzednych — mozna go wybraé dowolnie przy ustalaniu
wspomnianej bijekcji. Na ptaszczyznie Euklidesa nie ma wyrdznionego punktu.

W analogiczny sposéb modelujemy postrzegang (obserwowana) przestrzen
tréjwymiarowa za pomoca kartezjafiskiej przestrzeni tréjwymiarowej R3.



Przesuniecia w przestrzeni R”
Definicja (Przesuniecia i odwzorowania afiniczne w przestrzeni)
a) Przesunieciem o wektor u € R" nazywamy odwzorowanie
R" > x— 1y(x) =x+ueR". (1)

b) Ztozenie przesuniecia 7, z odwzorowaniem liniowym ¢ : R” — R” nazywamy
odwzorowaniem afinicznym. Jest ono wyrazone wzorem

R" 3 x+— 1,0 ¢(x) = Ax +u € R, (2)

gdzie A oznacza macierz odwzorowania ¢.

Dla kazdego wektora u € R" odwzorowanie 7, jest bijekcja przestrzeni R” z nig
samga, a odwrotnym do niego jest przesuniecie o wektor przeciwny do u,
7y 0 T—y = id. Ponadto dla dowolnych u, v € R" mamy

Tu O Tv = Tutv-

Poza przypadkiem u = 0 przesuniecie 7, nie jest odwzorowaniem liniowym,
zatem takze nie jest liniowe ztozenie 7, o ¢!



Podstawowe definicje dla przypadku R”

Na poczatek wskazemy najprostsze figury geometryczne w wielowymiarowej
przestrzeni, takie jak proste, ptaszczyzny i ich wiecej wymiarowe odpowiedniki.

Definicja (Rozmaitosci afiniczne w R")

Bedziemy nazywaé:

>

prosta w R" — przesunigcie jednowymiarowej podprzestrzeni liniowej w
R" — L = 7,(lin{u});

ptaszczyzna (dwuwymiarowa) w R” — przesuniecie dwuwymiarowej
podprzestrzeni liniowej w R” — P = 7, (lin{u, w});

Ogdlniej — k-ptaszczyzna (k-wymiarowa ptaszczyzna) nazywamy
przesuniecie k-wymiarowej podprzestrzeni liniowej w R” .
hiperptaszczyzna w R" — przesuniecie (n — 1)-wymiarowej podprzestrzeni
liniowej w R”.

Przestrzenia kierunkowa prostej, odpow. ptaszczyzny, hiperptaszczyzny,
bedziemy nazywal te podprzestrzen liniowa, ktérej przesunieciem jest
dana prosta, odpow. ptaszczyzna itd.

Rozmaitosci afiniczne o tej samej przestrzeni kierunkowej nazywamy
réwnolegtymi.



Prosta w przestrzeni R? |

Zgodnie ze szkolna definicja prosta na ptaszczyznie kartezjariskiej R? jest
okreslona jako zbidr punktéw spetniajacych réwnanie

aix1 + axo = as, gdzie a1, a2, a3 € R, a% + ag #0, 3)

Na podstawie wiadomosci o uktadach liniowych widzimy, ze zbiér rozwigzan
tego réwnania ma postac

L={x+tv|teR}, gdzie veK={(x,x)ER|axi+ax =0}

Punkt xo prostej nazywamy jej punktem poczatkowym, a jednowymiarowa
przestrzen K — kierunkiem (przestrzenia kierunkowa) prostej L.

Proste o ty samym kierunku albo s3 identyczne, albo nie maja punktéw
wspdlnych i z tego wzgledu méwimy o nich, ze s3 réwnolegte.

Zauwazmy, ze przestrzen kierunkowa prostej jest zbiorem wektoréw
proporcjonalnych do dowolnie wybranego niezerowego wektora z tej przestrzeni.
Istotnie, kazde rozwigzanie réwnania aix1 + axx2 = 0 ma postaé A(—az, a1),
gdzie A € R. O wektorach z tej przestrzeni bedziemy méwili, ze s3 to wektory
kierunkowe prostej lub tez, ze s3 to wektory réwnolegfe do tej proste;.



Prosta w przestrzeni R?
Dwie proste na ptaszczyznie o réwnaniach aix; + axx; = az i bixi + baxo = b3
przecinaja sie w jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy uktad liniowy

aix1 + axxe = az;  bixi + baxo = b3

jest oznaczony, a to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy obie macierze
wspotczynnikdéw uktadu — rozszerzone i prosta — maja rzad 2;

(a2 2)--

Z macierzy wspdtczynnikéw mozemy tez odczytaé, kiedy réwnania

aixi1 + axx2 = az i bixy + boxo = bz opisuja jedna i te sama prosta — ma to
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej liczby k # 0, ze by = ka1, b, = kax
i bz = kaz. Warunek ten zapisuje sie czesto w postaci réwnosci

b _ b _bs
a1 a 33’

przyjmujac dodatkowo, ze jesdli w jednym réwnaniu pewien wspdtczynnik jest
réwny zeru, to w drugim réwnaniu odpowiadajacy mu wspédtczynnik tez musi
by¢ réwny zeru.



Elementarny przyktad

Z nauki geometrii pamietamy, ze dla kazdych dwéch (réznych) punktéw istnieje
tylko jedna prosta przechodzaca przez te punkty. Sposéb wyznaczenia réwnania
tej prostej ilustruje przyktad.

Przyktad

Wyznaczymy prosty na ptaszczyZznie przechodzaca przez dane dwa punkty
p=1(3,2)ig=(-1, —2). W tym celu réwnanie prostej zapiszemy w postaci
(3) i poszukamy takich wspétczynnikéw réwnania, zeby punkty p i g byty jego
rozwigzaniami. Podstawiajac wartoéci wspdtrzednych otrzymujemy

a-3+a-2=b, a-(—l)+a-(-2)=0>b

a stad wynika, ze a1 = b i ao = —b. Jako b mozna obraé¢ dowolna stata rézna
od zera. Obierajac b = 1 otrzymamy dla szukanej prostej réwnanie

X1—X2=1.



Prostopadtos¢ prostych (w przestrzeni R?)

Jesli dane proste sa opisane przez réwnania w postaci ogélnej (3),
aixi + axxe = b, odpowiednio Aixi + Acxo = B,

to h jest prostopadta do h wtedy i tylko wtedy, gdy a1 A1 4+ a2A> = 0.
Rzeczywiscie, wektory kierunkowe tych prostych sa rozwigzaniami réwnania
aix1 + axx2 = 0 i odpowiednio A1x1 + Axxo = 0, a zatem maja postaé

vi = M(—az, a1) i odpowiednio vi = u(—Az, A1) ze wspdtczynnikami A # 0 i
w# 0. Stad

vi-va = Ap(aiAi+aAx) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a1Ai+aA; = 0.

Pomijajac przypadek, gdy jedna z prostych jest réwnolegta do osi Ox2, mozna
wyrazié¢ warunek prostopadtosci za pomoca wspétczynnikéw kierunkowych
prostych w znanej ze szkoty $redniej postaci

A1 an
A2 al '



Dodatkowe wiasnosci prostych (w przestrzeni R?)

Réwnanie prostej mozna rozwigzaé wzgledem jednej ze wspdtrzednych

otrzymujac
ai b . .
X2 = ——x1 + —, w notacji szkolnej y = ax + b, (4)
ar a
lub
a b . .
X1 = —a—xQ + P w notacji szkolnej x =ay+ b. (5)
1 1

Czytelnik powinien sam ustali¢, kiedy mozna otrzymaé pierwsze, a kiedy drugie
z podanych wyzej réwnan, jakie przy tym czynimy zatozenie i jakie jest
geometryczne znaczenie tych zatozen. Zwréémy takze uwage na znaczenie
wspdtczynnika —?, nazywanego wspdtczynnikiem kierunkowym prostej, ktéry
jest réwny tangensQOWi kata nachylenia prostej do (dodatniej pét)osi Ox;.
Wyznaczenie punktéw przeciecia prostej z osiami wspétrzednych pozostawiamy
do samodzielnego rozwiazania.



Rézne opisy ptaszczyzny

Punkty przestrzeni R® identyfikujemy uzywajac trzech wspétrzednych —
symbolicznie zapisujemy x € R® w postaci x = (x1, x2, x3). Zgodnie z ogdlna
definicja, ptaszczyzna jest przesuniety podprzestrzenig liniowa wymiaru 2,
powiedzmy K, dim K = 2. Ustalmy baze {w1, w»} przestrzeni K i wektor
przesuniecia u € R®. Wtedy kazdy punkt p € P mozna zapisaé w postaci,
zwanej przedstawieniem parametrycznym ptaszczyzny

p=u+ tiwvs + thws, ti, b € R, (6)

przy czym liczby t1, t> s3 jednoznacznie wyznaczone. Wartosci t1 =0 = t»
odpowiadaja punktowi u ptaszczyzny P, ktéry nazywamy poczatkiem uktadu
wspdtrzednych, a liczby ti, to nazywamy wspdtrzednymi punktu p wzgledem
uktadu odniesienia {u, wi, wo}. Mozna powiedzieé, ze dwie liczby t1, t, koduja
potozenie punktu p na ptaszczyznie (zamiast trzech jego kartezjanskich
wsp6trzednych).

Zauwazmy, ze wektor przesuniecia nie jest zadany jednoznacznie —
przesuniecia o wektory v i u generuj3 te sama ptaszczyzne P wtedy i tylko

wtedy, gdy v — w € K.



Ptaszczyzny w postaci parametrycznej

Przyktady

a) Oznaczmy Kz = lin{e:, e} = { (x1, x2, 0) | x1, x2» € R} — podprzestrzen
rozpieta przez dwa pierwsze wersory uktadu (ortogonalne dopetnienie do e3).
Analogicznie okredlimy Ki i K> jako ortogonalne dopetnienia do e; i &
odpowiednio.

Ptaszczyzna P3 = {(x1, x2, 1) | x1, x2 € R} jest przesunieciem przestrzeni K3
o wektor jednostkowy w kierunku trzeciej osi, P3 = 7¢,(K3). Analogiczng
interpretacje maja przesuniecia przestrzeni Ki i K — szczegdty pozostawiamy
czytelnikowi.

b) P = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 = 1} jest przesunieciem podprzestrzeni
liniowej K = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 = 0 }. Jesli jako wektor przesuniecia
obraé u = e3, a jako baze przestrzeni kierunkowej wektory wi = (1, 0, —1) i
wr = (0, 1, —1), to wierzchotki czworoécianu wycietego przez P z dodatniego
oktantu { (x1, x2, x3) | x1, x2, x3 = 0}, tj. punkty g1 = (1, 0, 0) i g = (0, 1, 0)
maja wzgledem ukfadu odniesienia {u, w1, w,} wspétrzedne (1, 0) i (0, 1).
Pozostawimy czytelnikowi wyznaczenie wspétrzednych tych wierzchotkéw, gdy
wektorem przesuniecia jest np. e, a wektory bazy pozostaja te same.



Réwnanie ptaszczyzny w R3

Stwierdzenie (Réwnanie ogélne ptaszczyzny w R3?)

Kazda ptaszczyzna w R® jest zbiorem punktéw R® spetniajacych pewne
réwnanie liniowe, nazywane réwnaniem ogélnym pftaszczyzny w R®, o postaci

. 2, 2, 2
aix1 + axxp + asxs = b, gdzie ay, ax, a3, bER, aj+a,+a3#0. (7)
Zbidr rozwigzan réwnania jednorodnego
aix1 + axxe + azxs =0,

Jest przestrzenia kierunkowa pfaszczyzny o réwnaniu (7).
Ptaszczyzny o tej samej przestrzeni kierunkowej sa nazywane réwnolegtymi.

Czasami méwimy takze, ze niezerowy wektor nalezacy do przestrzeni

kierunkowej prostej, odpow. ptaszczyzny, jest do niej réwnolegty.



Réwnanie ptaszczyzny przez zadane punkty

Wybér dwéch nie identycznych punktéw wyznacza jednoznacznie prosta przez
nie przechodzaca, a zadanie trzech niewspdtliniowych punktéw wyznacza
jednoznacznie ptaszczyzne zawierajaca te punkty. Punkty p', p?, p° sa
niewspétliniowe, wtedy i tylko wtedy, gdy wektory v; = p® — p!, v» = p® — p?
s3 liniowo niezalezne.

Stwierdzenie

Jesli punkty p* = (pi, p3, P3), P° = (P, P3, P3), P* = (pi, P3, p3) € R nie sa
wspotliniowe, to ptaszczyzna P zawierajaca te punkty jest zbiorem

X1 X2 X3 1
1 1 1
1
P = P(pla p2’ P3) = {(Xl’ X2, X3) € R3 | det p]i p% pg 1 = 0} (8)
I
pi p; p3 1

Méwi sie wéwczas, ze ptaszczyzna P jest wyznaczona przez réwnanie

det 2 2 2



Prosta w R3

Inaczej niz ptaszczyzna, prosta w R® jest opisana nie jednym réwnaniem, ale
uktadem co najmniej dwéch réwnan liniowych. Wektorem kierunkowym prostej
wyznaczonej przez punkty p = (p1, p2, p3), ¢ = (g1, G2, g3) jest wektor
v={_(p1— g1, p2 — g2, p3 — ¢3), a sama prosta mozna zadaé w postaci
parametrycznej L = {x = (q1, q2, g3) + t(pr — q1, P2 — @2, p3 — q3) [ t E R }.

Stwierdzenie (Réwnania prostej w przestrzeni R3)

Jesli uktad réwnan

auxi + awxe + aisxs = by, 9)

anx1 + axnxz + anxs = b,

jest niesprzeczny oraz rzad macierzy wspofczynnikow ukfadu

A = [aj] € Max3(R) jest réwny 2, to zbiér wszystkich rozwigzan tego uktadu
réwnan liniowych jest prosta w przestrzeni R3.

Ukfad réwnari (9) nazywamy ukfadem krawedziowym réwnan prostej.



Przyktady: ptaszczyzna i prosta w R?

Przyktad

a) Przez punkty p* = (1, 0, 0), p> = (0, 1, 0), p* = (0, 0, 1) € R® przechodzi
ptaszczyzna o réwnaniu

=x1+x+x3—1=0.

o o X
or oYX
I—AOO&S
e

b) Prosta przechodzaca przez punkty p = (2, 3, 4), g = (0, 0, 1) ma
przedstawienie parametryczne

L={x=(0,0,1)+t(233) |t e R}, lub
x1 = 2t, x» = 3t, x3 =1+ 3t.

Po wyeliminowaniu parametru t z tych réwnan dostajemy uktad réwnan

1
Zxg =

1 1
2 —X2 = §(X3 — 1)

3



Inne spojrzenie na réwnania prostej i ptaszczyzny

W réwnaniach (7) i (3) wspdtczynniki a1, a», a3z, odpowiednio a1, az,
potraktujemy jako wspétrzedne wektora A = (a1, a2, a3) € R?, odpowiednio
A = (a1, a2) € R?, przy czym na mocy zatozenia bedzie A # 0.

Zatem aix1 + axx2 + asxz = (odpowiednio, aix1 + axx» =) A - x, gdzie x € R3
(odpowiednio, x € R?), co pozwala zapisa¢ oba réwnania w postaci

A-x=b, gdzie x = (x1, ..., x3) € R®, odpow. x = (x1, x2) € R?.

Stad wnioskujemy, ze dla dwéch dowolnych (réznych) punktéw p, g nalezacych
do ptaszczyzny (prostej, odpowiednio) wektor v taczacy p z g (wektor
przesuniecia z p do q) jest ortogonalny do A

Av=A-(g—p)=A-g—A-p=0.
Odwrotnie, jesli v jest wektorem kierunkowym ptaszczyzny (prostej), to na

mocy samej definicji A- v = 0. Dlatego wektor A nazywamy wektorem

normalnym ptaszczyzny (prostej).



Inne spojrzenie na réwnania prostej i ptaszczyzny

Whiosek

Kazda ptaszczyzne w R® mozna przedstawi¢ za pomocg réwnania
A-(x—po) =0, x = (x1, x2, x3) € R® (10)

gdzie po jest dowolnie wybranym punktem tej pfaszczyzny i A = (a1, az, a3)
Jest wektorem normalnym (ortogonalnym do przestrzeni kierunkowej) tej
ptaszczyzny.

Analogicznie, kazda prosta na ptaszczyZnie R> mozna przedstawi¢ za pomoca
réwnania

A-(x—po) =0, gdzie A= (a1, @), x=(x1,x)€R? (11)

dla dowolnie wybranego punktu py tej prostej.




Odlegtos¢ punktu od zbioru

Jest naturalne, aby najmniejsza dtugosé wektora lezacego w danym zbiorze
uzna¢ jako odlegtoé¢ tego zbioru od poczatku uktadu wspdtrzednych.

Definicja (Odlegtos¢ punktu od zbioru)

Dla p € R" i dowolnego niepustego zbioru F C R" okre$lamy liczbe d(p, F),
nazywana odlegtoscia punktu p od zbioru F, za pomoca wzoru

d(p, F) =inf{d(p, z) | z€ F }. (12)

Uwaga

Trzeba podkresli¢, ze w ogélnym przypadku w zbiorze F moze nie by¢ wcale
takiego punktu, ktory lezatby w najmniejszej odlegtosci od danego punktu p —
inaczej méwiac, funkcja z — d(p, z) w zadnym punkcie nie osiaga swojego
infimum. Z wykfaddw analizy matematycznej dobrze wiadomo, ze nie kazda
funkcja osiaga swoje infimum. W rozwazanym przypadku ptaszczyzny lub
prostej taki punkt jednak zawsze istnieje i co wiecej, jest jedyny.



Odlegto$¢ punktu od ptaszczyzny w R3

Stwierdzenie

Niech P bedzie ptaszczyzna w przestrzeni R® zadang réwnaniem

aix1 + asxo + asxs + d = 0 i niech p = (p1, p2, p3) bedzie punktem R®.

Oznaczmy przez n = ————(a1, a2, as) unormowany wektor normalny
aj + a5 + a3

do pfaszczyzny P. Jesli oznaczyé 6 = inf{d(p, z) | z€ P} = d(p, P), to

d(p, P) = aipr + axp2 + azps + d

Vai+ai+al

a punkt q € P, dla ktérego spetniony jest warunek d(p, q) = § wyraza sie
wzorem

q=+én+p,

gdzie znak przed czynnikiem & wybrany jest tak, aby wektor +6n byt
skierowany od p do ptaszczyzny P.
Ten punkt q nazywamy rzutem prostopadfym punktu p na ptaszczyzne P.



Nowe iloczyny wektoréw w R3

Definicja (lloczyn wektorowy i mieszany w R?)

lloczynem wektorowym v, w € R? jest wektor v x w € R® okreslony przez

V2 V3 Vi V3

wyr w3

Vi 1%}
VX w= - 3. (13)
Wo w3 wq wWo

Formalnie, prawa strone wzoru traktujemy jako rozwiniecie wyznacznika

€1 € €3
vxw=|v wv v, (14)

wq "1%) w3

lloczynem mieszanym wektoréw u, v, w nazywamy liczbe M(u, v, w) dana
réwnowaznymi wyrazeniami

uy u us
Mu, v,w)=|vi wv w|=u-(vxw). (15)
wa "1%) w3



Wiasnosci iloczynu wektorowego w R3 |

Geometryczne wtasnosci podanych konstrukgji.

Stwierdzenie

Dla danych wektoréw u, v, w € R®

a) Wektor v X w jest ortogonalny do obu wektoréw v i w;

b) Dtugosé wektora v X w jest réwna polu réwnolegfoboku zbudowanego na
wektorach v, w;

c) Wartos¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego (u X v) - w jest objetoscia
réwnolegtoscianu utworzonego przez wektory u, v, w.

Wtasno$¢ a) wynika bezposrednio ze wzoru (14) — wyznacznik, w ktérym dwa
wiersze s3 identyczne, jest réwny zeru.

Najpierw przypomnijmy, ze pole S réwnolegtoboku o bokach v, w tworzacych
kat ¢ (to jest gdy v - w = |v||w|cos ¢) jest réwne

S =|v||w]sin .



Witasnosci iloczynu wektorowego w R3 1
Witasnosé b) wynika z tego wzoru na podstawie interesujacej algebraicznej
tozsamosci

(V2W3 - V3W2)2 + (V1W3 - V3W1)2 + (V1W2 - V2W1)2 =

(Vi + v+ v3) (W] + w3 + wi) — (viws + vawz + vsws).
W lewej stronie tej tozsamosci rozpoznajemy kwadrat dtugosci wektora v X w
2 _ 2 2 2
v x w|® = (vaws — vawz)” + (viwz — vawr ) + (viwz — vawy)
a po drugiej stronie mamy

(vl2 + v22 + v32)(wl2 + W22 + W32) — (viws + vown + V3W3)2

= [VRIwl? = (v W) = VPP = (Jvlwlcos @) = [v2lw[*(1 - cos® )



Wiasnosci iloczynu wektorowego w R3, Il

Stwierdzenie
lloczyn wektorowy w R® jest odwzorowaniem R® x R®* 5 (v, w) — v x w € R®
o nastepujacych wtasnosciach: Dla dowolnych wektoréw u, v, w € R® sa

spetnione
(1) VXW=—wXv, (antysymetria)
(ii) (au+ Bw) x v=a(uxv)+B(wxv),
v x (au+ pw) = av x u) + B(v x w), (jednostronna liniowosc)

(iii) vXxv=0;

(iv) ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w.

lloczyn mieszany jest odwzorowaniem, ktére tréjce wektoréw z R3
przyporzadkowuje liczbe,

R* xR*x 3 (u, v, w) — M(u, v, w) =u-(vxw)eER,

réwna ,,zorientowanej” objetosci réwnolegtoboku wyznaczonego przez te
wektory.



