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Motto

Algebra, with its emphasis on questions of structure and
operations, deals with mathematical abstractions which are
not too far removed from problems of computer organization
and programming.

R. E. Kalman



Mechanika kursu

» Przedmiot rozwija tematyke kursu ,,Podstawy matematyki
wyzszej" .

» Matematyka jest , przedmiotem interaktywnym” - wymaga
zrozumienia idei i systematycznej praktyki (¢wiczenia)
ksztatcacej to zrozumienie.

» Kurs realizowany w formie wyktadu i ¢wiczen. Zaliczenie
wspdlne. Cwiczenia prowadza: dr Alina J6zwikowska, dr Diana
Dziewa-Dawidczyk i A. S.

» Dwa kolokwia w trakcie semestru i egzamin konhczacy.

» Konsultacje — termin do ustalenia.



Monografie i podreczniki |

Podrecznik podstawowy dla wyktadu.

> e e

A. Strasburger, A. J6zwikowska, Algebra

liniowa i geometria analityczna dla infor- o
matykéw, Cz. |. Podstawy algebry linio- ,,ﬂ.mwm;
wej, wydanie II, Wydawnictwo SGGW, I
Warszawa 2017 et ¥

Podreczniki uzupetniajace dla wyktadu.

» P. Kajetanowicz, J. Wierzejewski, Algebra z geometrig analityczng, PWN,
Warszawa 2008

> R. Leitner, Zarys matematyki wyzszej, WNT, Warszawa 1995 (wiele wydan)



(Pre)-historia

Pierwszy odnotowany problem prowadzacy do uktadu réwnan liniowych
pochodzi prawdopodobnie z okresu 200 B.C. i jest zawarty w chifiskim
traktacie Nine Chapters on the Mathematical Art.

Three sheafs of a good crop, two sheafs of a mediocre crop, and
one sheaf of a bad crop are sold for 39 dou. Two sheafs of
good, three mediocre, and one bad are sold for 34 dou; and one
good, two mediocre, and three bad are sold for 26 dou. What is
the price received for each sheaf of a good crop, each sheaf of a
mediocre crop, and each sheaf of a bad crop?

We wspédtczesnym jezyku problem wyraza sie przez uktad réwnan

3x+2y+ z=39,
2x + 3y + z = 34,
1x + 2y + 3z = 26.



Uktady réwnan liniowych — schemat zastosowania

- !
= Apg | L,
Xg————»=

Y1=ai1X1+ajpXo+aizX3
Y2= 821X1+az X2 +823X3
Uktad wejécie-wyjscie (input-output)
jest reprezentowany przez réwnanie macierzowe

X1
p%1 ail a2 a3
= X2 | .
¥2 a1 azx» axs
X3



Realny diagram i jego macierz
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Graf skierowany z piecio-
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Uktady réwnan liniowych |

W réwnaniach mozna oznaczaé kazda z niewiadomych osobng litera,
ale wygodniej dla niewiadomych uzywaé notacji indeksowej — x1, X2, .. .:

Mozna tak Tak wygodniej
X—2y+4+2z— w=1, x1—2x +2x3 — xa =1,
—2x+4y — z42w =1, —2x1 +4x0 — x3+2x3 =1,
x+0y+3z+ w=3, x1 +0x2 +3x3 + x4 = 3.

Wieksze korzysci przynosi uzycie rachunku macierzowego, ktéry pozwala
zapisaé lewe strony uktadu za pomocj iloczynu macierzy

1-x1—2-x%+2-x3—1-xz 1 -2 2 -1 X 1
2oxq b xo—1-x34+2- x| =|-2 4 -1 2 2l = (1] .

1-x14+0-%+3-x3+1 x4 1 0 3 1



Uktady réwnan liniowych [l

Uktad réwnan liniowych (krétko ukfad liniowy) o n niewiadomych zapisujemy
symbolicznie

auxi + awxe +... + anx, = b,
anixi + anxe +...+ awmxa = by, (1)

lub
X b
ai a2 ain 1 b:
X:
a1 an an 2l
ami am2 dmn Xn bm

Wspétczynniki aj; wystepujace przy niewiadomych nazywamy wspétczynnikami
uktadu, a by, ..., by, po prawej stronie znaku réwnosci nazywamy wyrazami
wolnymi, (lub prawymi stronami) uktadu.



Uktady liniowe — notacja macierzowa

Ze wspdtczynnikéw uktadu powstaje macierz uktadu A, a po dotaczeniu
kolumny ztozonej z wyrazéw wolnych tzw. macierz rozszerzona uktadu [A | b].

ail a1 e ain all a1 e din b1
ai  a» ... am a1 an ... am| b
A= . . | [Alb]=
ami am2 RN amn amil am2 .. dmn bm
Macierz ukfadu, Macierz rozszerzona ukfadu.

W formie tych tablic (macierzy) przechowywany jest (takze w pamieci
komputera) komplet danych jednoznacznie wyznaczajacych ukfad réwnan
liniowych — macierzy rozszerzonej odpowiada ukfad (1)

Jedli wszystkie wyrazy wolne sg zerami, by = b = ... = by, = 0, to méwimy, ze
uktad (1) jest jednorodny, w przeciwnym przypadku — niejednorodny.



Co to znaczy rozwigzaé uktad

Definicja (Rozwiazanie uktadu)
Rozwiazaniem uktadu liniowego
aix1 + anxe +... + awxp = b,

anixy + anxe +... + awmxn = b2,

AmiX1 + ameX2 + ... 4+ amnXn = bm.

nazywamy kazdy taki ciag n liczb r, ..., r, , ktére po podstawieniu
X1 = rn,X2 = I,...,Xa = rn Na miejsce niewiadomych przeksztatcaja kazde z

réwnan tego ukfadu w tozsamo$¢, tzn. spetniaja réwnosé

r b
ai a2 ... adin 1 b:

r
ani an?2 N a2n 2 _ (2)
ami am2 . amn rn bm

Liczby ri, ..., r, nazywamy sktadowymi rozwigzania.



Przyktad

Przyktad

Dla ukfadu
X1 — 2x0 + 2x3 — X4:].7
—2x1 +4x2 — x3+2x4 =1,
x1 +0x2 +3x3 + x4 = 3.

ciag (0, 1, 1, 0) jest rozwiazaniem (jednym z wielu). Istotnie
2

1 -2 2 -1 11 ,[-2 2
2 4 -1 2 =0|-2|+=|4|+1]-1
1 0 3 1 1

2|0 3
Natomiast ciag z przestawionymi elementami (1
tego ukfadu

+0

Yl

0, 0) nie jest rozwigzaniem
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Uktad liniowy w nowej perspektywie
Dla ogdlnego uktadu Ax = b podstawienie x = (ry, ..., r,) daje

n

Ar=>"rA; =b, (3)

i=1

i w postaci rozwinietej jako

ai a2 ain by
n ani an azn bz
Zr;A;:rl el ] =, (4)
i1 : . . .
amil am2 amn bm

To pokazuje, ze kolumna wyrazéw wolnych jest kombinacja liniowa kolumn
macierzy A o wspétczynnikach bedacych sktadowymi rozwigzania. Stad wniosek

Whiosek

Jesli uktfad (1) ma rozwigzanie, to kolumna prawych stron jest kombinacja
liniowa kolumn macierzy wspéfczynnikéw.




Uktady liniowe — jednorodne i niejednorodne

Z kazdym ogdlnym uktadem liniowym zwiagzany jest jednorodny ukfad liniowy
o tej samej macierzy wspétczynnikdw i wszystkimi wyrazami wolnymi réwnymi

zeru
Uktad ogélny Uktad jednorodny
aiix1 + aixe + ...+ ainxn = bi, aix1 + axe +... 4+ ainxs =0,
ax1 + anxs +...+ anxn = by, aznxi + anxe +...+ anxa =0,
amX1 +am2X2 4+ ... + amnXa = bm. amX1 +ameX2 + ... + amaxs = 0.

ktéry bedziemy nazywaé ukfadem jednorodnym odpowiadajacym temu
uktadowi (stowarzyszonym z nim).



Klasyfikacja uktadéw liniowych

Uktad moze by¢:

> sprzeczny — taki uktad, ktéry nie ma zadnego rozwigzania;

> niesprzeczny — taki uktad, ktéry ma przynajmniej jedno rozwiazanie;
> oznaczony — taki uktad, ktéry ma doktadnie jedno rozwiazanie;
>

nieoznaczony — ukfad niesprzeczny, ktéry ma wiecej niz jedno
rozwigzanie;

W szczegdlnoéci
Stwierdzenie
Kazdy uktad jednorodny jest niesprzeczny.

Rzeczywiscie, nadajac kazdej z niewiadomych xi, X2, ..., x, w ukfadzie (1)
wartos$¢ zero otrzymujemy rozwigzanie uktadu jednorodnego.

Centralny problem: Dla danego uktadu liniowego opisaé jego zbiér rozwiazan.



Wielko$¢ zbioru rozwiazan uktadu liniowego

TYP UKLADU LINIOWEGO

Ogolny

Jednorodny

m<n

Niejednorodny

Jednorodny

Mozliwa liczba rozwiazan |0, 1, oo

1 lub oo

0 lub oo




Metoda Gaussa eliminacji niewiadomych |

Pokazemy, jak systematyczne zastosowanie metody eliminacji kolejnych
niewiadomych prowadzi do wyznaczenia rozwigzania uktadu réwnan liniowych.
Metoda ta jest podstawa szeroko stosowanego algorytmu Gaussa eliminacji
zmiennych. Rozwazymy poprzedni przyktad w obu zapisach:

X:

ol [t

ol = 1.

3

X4

X1 —2x0 4+ 2x3 — xa =1, 1 —2 2 —1
=2x1 +4x20 — x3+2x4a =1, [ ]
x1+0x2 +3x3 + x4 =3,

Dokonajmy nastepujacych przeksztatcen uktadu: Dodajmy do réwnania Il
podwojone réwanie |, a nastepnie od réwnania Ill odejmijmy réwnanie |. Na
koncu zamienmy miejscami otrzymane réwnania Il i Ill. Przy tych
przeksztatceniach rozwiazania uktadu nie ulegaja zmianie, a sam uktad i jego
macierz rozszerzona przyjma postacé:

1

2] |

3

0x1 + 2x2 + 1x3 + 2x4 = 2, 0 2 1 2

X1 —2x2 +2x3 — xa =1, [1 -2 2 -1
0x1 + 0x2 + 3x3 + 0x4 = 3, 0 0 3 0




Metoda Gaussa eliminacji niewiadomych |l
Jak poprzednio, wspdtczynniki przeksztatconych réwnan zajmuja miejsca w
kolejnych wierszach przeksztatconej macierzy wspétczynnikéw.
Rozwiazanie uktadu wyznaczamy rekurencyjnie, zaczynajac od ostatniego
réwnania, w ktérym jest najmniejsza liczba niewiadomych. Rozwigzaniem
réwnania
3x3 + 0x4 = 3,

jest kazdy ciag (x3, xa) = (1. t), gdzie t oznacza dowolnga liczbe rzeczywista,
t € R. Po podstawieniu tych wartosci do drugiego réwnania

Ox1 + 2x2 + 1x3 + 2xa = 2,

pozostaje do wyznaczenia tylko jedna niewiadoma, x», dla ktérej dostajemy

1 1
X2:§(27X372X4):§7t.

Analogicznie z pierwszego réwnania x; — 2x» + 2x3 — x4 = 1 otrzymamy

x1 =14+2x0 — 2x3 + x4 = —t.



Przeksztatcenia elementarne ukfadu liniowego

Metoda eliminacji Gaussa polega na sekwencyjnym stosowaniu operacji
elementarnych.

Definicja (Operacje elementarne na réwnaniach uktadu)

Operacjami elementarnymi na réwnaniach ukfadu bedziemy nazywad
nastepujace przeksztatcenia uktadu réwnan liniowych (1):

typ (I) — zamiana miejscami dwéch réwnari bez zmiany pozostatych;

typ (II) — dodanie do jednego z réwnan innego réwnania pomnozonego przez
stata;

typ (Ill) — pomnozenie réwnania przez niezerowa stafa.

Odpowiadajace tym operacjom na réwnaniach uktadu operacje na wierszach
macierzy wspdtczynnikéw uktadu polegajace na:

typ (I) — zamianie miejscami wierszy macierzy uktadu;

typ (II) — dodaniu do jednego wiersza innego wiersza pomnozonego przez
stata;

typ (Ill) — pomnozeniu wiersza przez niezerow3 stata,

beda nazywane operacjami elementarnymi na wierszach macierzy.
Po dokonaniu operacji elementarnych na uktadzie liniowym zbiér jego

rozwiazan nie ulega zmianie — moéwimy, ze ukfady sa réwnowazne.



Iminacjl

Schemat blokowy gaussowskiej el

nie

i=i+1
ji=je1

Tabela 2.1: Schemat blokowy gaussowskiej eliminacji

[START]

Niech a,; # 0 dla
najmniejszej liczby p > 4.

_Nm:imm wiersze p-ty z 3%57

P 3 . n
Odejmij i-ty wiersz pomnozony przez gt

od wiersza g dla g € {i + 1,i+ 2, ...,m}.

nie_—[Cay i =m?]
] —  Im
- tak 7

drukuj A

k1, ko, ki

STOP]



Algorytm eliminacji Gaussa

Stwierdzenie

Kazdy ukfad liniowy o n niewiadomych postaci (1) z co najmniej jednym
aj # 0 mozna sprowadzi¢ do postaci zredukowanej, inaczej schodkowej, przez
wykonanie na nim skoriczonej liczby operacji elementarnych.

AuXk+ ... +Fauxi+ ... +31gXg + ... F A X+ ..
ayXi+ ... Faxgxg+ ... Fasxs+ ...
53qu+ oot a3sxs+ ..

ze wspétczynnikami @y, # 0, @y # 0, 33q # 0, @ # 0.

+ A1nXn :El7 (5)
+ @20 Xn = 927
+ 53an = b37

.+ @mXn :Er,
0= bf+17
0=bm,

Liczba r niezerowych réwnah w postaci zredukowanej jest zawsze taka sama i

nazywa sie ja rzedem macierzy uktadu.



Schemat macierzy w postaci schodkowe; |

Macierz dotaczona uktadu (5) ma postaé

[0 31/( 51/ §1q 315 ... 3din bl
o ... o ... EX §2q ... 3 ... aon bo
0 ... 0 ... 0 ... 3g ... @s ... 33| bs

[A|b]=1f0 ... 0 ... 0 ... O ... 3s ... 3m| b
0 ... 0 ... 0 ... O ... 0 ... O b




Schemat macierzy w postaci schodkowe;j Il

Warto zapamietaé ogdlny schemat macierzy w postaci schodkowej, gdzie
niezerowe elementy reprezentowane s3 przez symbol B, a * reprezentuja
dowolne (by¢é moze réwniez zera) elementy macierzy.

o O O oo
o O oo

O O O O *
coo Bl *
oo B *x %
O ¥ ¥ ¥ ¥
(=
B x *x % %
* X ¥ ¥ %

o B ¥ x %



Wyktad 2 (7.03.2019)

Zaczynamy prace



Kartezjanska przestrzen n-wymiarowa

Zbidr n-elementowych ciggéw u = (u1, ..., un) 0 wyrazach rzeczywistych
oznaczamy symbolem R”;

Rn:{(ul,...7u")‘ui€R7 I':17...,n}.

Tradycyjnie oznaczamy cigg obejmujac jego wyrazy okragtymi nawiasami, dla
odrdznienia od oznaczenia zbioru za pomoca nawiaséw klamrowych. Zapis

u=(u1, ..., up) oznacza wiec ciag nazywany u, ktérego wyrazami sa liczby
ui, ..., up. Ciag ztozony z samych zer bedziemy oznaczaé krétko symbolem 0,
0=(0,...,0).

W zbiorze R" wprowadzamy ,dziatania”

dodawanie: (ury ooy un)+(va, ooy V) = (4 v, ...un+ i), (6)
mnozenie przez liczbe a € R: a(ur, ..., un) = (aun, ..., aup). (M
Zbiér R” rozpatrywany wspdlnie z tymi dziataniami bedziemy nazywali
n-wymiarowa rzeczywista przestrzenia kartezjanska.
W analogiczny sposéb definiujemy n-wymiarowa zespolona przestrzen

kartezjanska, oznaczang C".



Notacja macierzowa

n

u2
Macierze o rozmiarach 1 x n i wyrazach z R, zapisywane jako u= | . |,

un
mozemy utozsamia¢ z n-elementowymi ciggami o wyrazach z R i analogicznie

w przypadku macierzy mx 1, v = [vl Voo vm].

Scile méwiac, odwzorowujemy bijektywnie przestrzefi M1y ,(R) i odpowiednio
M. <1(R), na przestrzeh R", odpowiednio R™. Przy tej bijekcji dziatania na
macierzach okreslone znanymi wzorami doktadnie odpowiadaja dziataniom na
ciagach okreslonym wzorami (6) i (7) — w kazdym przypadku dziatania te
wykonywane s3 ,,po wspétrzednych”.

Dziatania te maja wtasnosci: dodawanie — facznosci, przemiennosci, istnienie 0
i odwracalnosci;

Mnozenie przez liczby (skalary) — facznosci, unitarnosci i rozdzielnosci
wzgledem dodawania.

Dla j < n bedziemy oznaczaé przez ¢ = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) taki ciag,
ktérego jedyny element rézny od 0 jest réwny 1 i wystepuje na miejscu J.



Model — dlaczego wektory?
Przyktad (Zaopatrzenie)

Wektor u = (u1, ..., um) opisuje stan zaopatrzenia hipermarketu w
sprzedawane tam towary —zamiast nazwy towaru uzywamy numeru
identyfikujacego (np. kod kreskowy).
Wektor b = (b, ..., bm) to zestaw towarédw sprzedanych w ciagu tygodnia.
Towary moga by¢ dostarczane do hipermarketu w pakietach, kazdy pakiet to
20 = (z(l) z(l)) Z? = (2(2) 2(2)) Dostawa zawieraj

—\41 s ém )y =\4 5 im )y Jjaca X1
pakietéw z(!), x, pakietéw z® itd. uzupetnia zapas towaréw w magazynie

S=(st,...,5)0
d=x1zM + 302z +x32% + .+ x,2"

W wygodnym (oszczednym) zapisie kolumnowym

x1zl(1) + X2zf2) +...+ anln) M sz) . zf") X1
xlzél) + xzzéz) + ...+ x,,zz(") 22(1) 252) - 22(") X2
x1z,(,,1)+X2z,(,,2)+...+xnz,(n") z,(,,l) z,(,,2) z,(,f) Xn



Dlaczego wektory Il

Zatem dla uzupetnienia sprzedazy potrzebujemy spetnienia relacji

by zfl) zf2) ... zf") X1

b2 P SO O I P
=d=

bpm z,(,,1 ) z,(ﬂ2 ) . z,(n" ) Xn

Problem
Czy istnieje rozwigzanie — niesprzecznos¢ uktadu;
czy jest jednoznaczne — oznaczonos¢ uktadu?



Przestrzen liniowa — definicja i przyktady

Definicja (Przestrzen liniowa, | — dodawanie wektoréw)
Przestrzeniag liniowa nad ciatem K nazywamy zbiér V' , wraz z odwzorowaniami,
nazywanymi odpowiednio dodawaniem i mnozeniem przez liczby z ciafa K,

VXxVa(v,w)—v+weV, KxV>3(av)—aveV, (8)

spetniajace nastepujace warunki:
(I) Wtasnosci dodawania
Dla kazdych u, v, w € V
u+(v+w)=(u+v)+w taczno$é dodawania; (W1)
u+v=v+u przemienno$¢ dodawania; (W2)

Istnieje element 0 € V spetniajacy dla kazdego v € V
O+v=v neutralno$¢ 0 wzg. dodawania; (W3)

Dla kazdego v € V istnigje taki element —v € V, Ze

v+(-v)=0 odwracalno$¢ dodawania; (W4)

Element —v jest jedyny i nazywa sie przeciwnym do v.



Definicja (Przestrzen liniowa, Il — mnozenie przez skalary)

(IT) Wtasno$ci mnozenia przez skalary

Ponadto, dla kazdych v, w € V i kazdych dwdch skalaréw A, i1 € K zachodza

réwnosci

Apv) = (Ap)v tacznosé;
(A4 p)v =Av+ uv  prawo rozdzielnoéci mnozenia;
A(v+w)=Av+ Aw prawo rozdzielnosci dodawania;

lv=v unitarno$¢ mnozenia przez skalary.

Elementy przestrzeni liniowej bedziemy nazywaé ogélnie wektorami(*), a
elementy ciata K (K =R lub C) — skalarami.

(W5)
(We)
(W7)
(Ws)

Dla a« € Ki v € V wektor av nazywamy skalarng wielokrotnoscia wektora v.

17 tego punktu widzenia macierz jest takze ,wektorem" .



Wazny przyktad — przestrzen liniowa funkcji

Definicja (Algebraiczne dziatania na funkcjach)
Dla dowolnych funkcji f, g € F(X, K) i dowolnej liczby o € K s3 okreslone:
suma funkcji: (f + g)(x) = f(x) + g(x);

VxeX. (9)
iloczyn funkcji przez liczbe: (af)(x) = af(x),

Na mocy tej definicji i wtasnosci dziatan w ciele K odwzorowania

F(X,K)x F(X,K) > (f, g) — f + g € F(X, K), (10)
K x F(X, K) 3 (a, f) — af € F(X, K) (11)

spetniaja reguty W1-W8. W szczegdlnosci elementem neutralnym wzgledem
dodawania jest funkcja réwna tozsamos$ciowo zeru — bedziemy ja oznaczad
symbolem 0, a elementem przeciwnym do funkgji f jest funkcja —f, okreslona
wzorem (—f)(x) = —f(x) dla kazdego x € X.

Zbiér F(X, K) ma strukture przestrzeni liniowej nad ciatem K.



Menazeria przestrzeni liniowych (Podrecznik, 4.1, 4.4)
Przykfady

I. Przestrzenie liniowe macierzy

> Przestrzen Mpxn(R), ktérej elementami sa macierze

a11 a2 ain
ani a azn

A= . ;
amil am2 .. amn

> Przestrzenie Mux1(R) i Mixn(R) wektoréw kolumnowych i wierszowych.
> Przestrzei M,(R) = M, ,(R) macierzy kwadratowych stopnia n;

> Przestrzern Tp(R) C M,(R) macierzy gérno-tréjkatnych postaci

a1 412 a3 ... din
0 an?2 ans azn



Menazeria przestrzeni liniowych, Il

Przyktady

Il. Przestrzenie wielomianéw, ciagéw nieskoriczonych i funkcji

> Przestrzenn P"[t] funkcji wielomianowych stopnia nie wiekszego niz n,
tj. funkcji postaci

f(t)=fo+ At + ht* +... + ft", teR, f €R.

> Przestrzen ciagéw nieskorficzonych (an);2; o wyrazach a, € R.

» Przestrzen funkcji ciagtych o wartosciach rzeczywistych na osi liczbowej
R, lub na odcinku [0, 1] C R.

> Przestrzen funkcji na osi liczbowej R, lub na odcinku [0, 1] C R
przyjmujacych wartosci w przestrzeni liniowej V' nad ciafem R.
Twierdzenie
Kazdy z wymienionych powyzej zbioréw wyposazony w naturalne dziatania
dodawania i mnozenia przez liczby rzeczywiste (skalary) spetnia wtasnosci
WI1-WS8 sformutowane w definicji przestrzeni liniowej.



Kombinacje liniowe
Definicja (Kombinacja liniowa uktadu wektoréw)

Przy danych wektorach v, w € V ich kombinacja liniowa nazywamy dowolny
wektor postaci av + Sw, gdzie a, § € K.
Dla wektoréw x = (x1, x2), ¥ = (y1, y2) € R? konstrukcje ilustruje rysunek.

X1 | _ |oxi+Bn
JH L AR bl

Kombinacje liniowe na ptaszczyznie

Ogédlnie, kombinacja liniowa uktadu wektoréw {vi, ..., vk} ze wsptczynnikami
{ai, ..., ax} nazywamy wektor

K
W:alvl—l—azvz—i—...—l—akvk:Zajvj (12)
j=1




Kombinacje liniowe kolumn macierzy

a an aim
a1 ax azm
Macierz A = , =[A A An] € My m(R)
anl an2 e dnm
aii
traktujemy jako ciag kolumn A;, i € {1, ..., m}, gdzie A; = € R" itd.
ani
Liczby wa, ..., wn € R traktujmy jako sktadowe wektora kolumnowego
w1
w= € R™. Wéwczas wektor
Wm
ai a2 am
m a1 an am
AW:ZW,‘A,’IW1 N I o7 T R (N I 7 . (13)
1 : :
dnl an2 anm

jest kombinacja kolumn macierzy A.
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O
Podprzestrzen przestrzeni liniowe]

Definicja (Podprzestrzen liniowa)

Niepusty podzbiér W przestrzeni liniowej V nad ciatem K bedziemy nazywaé
podprzestrzenia liniowa przestrzeni V, jedli jest zamkniety wzgledem kombinacji
liniowych, tzn.

Dla kazdej pary v, w € W i kazdej pary skalaréw «, 8 € K, kombinacja liniowa
av + Pw takze jest elementem W.

Stwierdzenie
W C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych v, w € V i kazdego oo € K

viweW — v4+welW, veW — aveW.

Jedli W C V jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V/, to ograniczenia do W
odwzorowan dodawania wektoréw i mnozenia ich przez liczby

WxW>s(v,w)—v+weW, Kx W3 (o, v)—aveW,

spetniajg aksjomaty W1-W8 przestrzeni liniowe;j.



Podprzestrzenie przestrzeni liniowe;j

Stwierdzenie

Kazda podprzestrzen liniowa W przestrzeni V, rozpatrywana samoistnie, jest
przestrzenig liniowg wzgledem dziatan przeniesionych (odziedziczonych) z
przestrzeni V.

W szczegélinosci:

a) 0e W;

b) veW = Kv={av|aceK}CW.



Przyktady

> Podprzestrzen trywialna Zbiér ztozony z samego wektora zerowego
przestrzeni liniowej V' jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

> Podprzestrzen generowana przez wektor Dla kazdego niezerowego
wektora v przestrzeni liniowej V nad ciatem K zbiér {av |« € K}
skalarnych wielokrotnosci wektora v jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V.

> Podzbidr Z = { (x1, .-+, Xk, Xkt1, ---, Xn) ER" | X431 = ... =x, =0}
jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R".

ai

> Podzbiér D = { {zn R 2] | a12 = a»1 = 0} jest podprzestrzenia liniowa
21 a2

przestrzeni My(R) macierzy kwadratowych stopnia 2.

> Podzbiér przestrzeni P3[t] wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 3
ztozony z wielomianéw p(t) spetniajacych warunek p(0) = p(1) = 0 jest
podprzestrzenia liniowa.



Przestrzenie liniowe zwigzane z uktadami liniowymi |

ai a2 ... din
Niech A= | : S| € Mpxa(R).
amil am?2 e dmn

Zbiér { x € R" | Ax = 0} rozwiazan jednorodnego uktadu réwnar z macierza
wspdtczynnikéw A, bedziemy nazywali przestrzenia zerowa, lub jadrem
macierzy A i oznaczali N'(A).

Zbiér { y € R™ | y = Ax } bedziemy nazywali przestrzenia kolumn, lub
obrazem macierzy A i oznaczali R(A).

Twierdzenie

Przestrzen zerowa macierzy A — N(A) C R” oraz przestrzeri R(A) C R™ s3
zamkniete wzgledem kombinacji liniowych, tzn. sa podprzestrzeniami liniowymi
odpowiednio R" | R™.

Zatem N(A), R(A) sa przestrzeniami liniowymi nad ciatem R .



Przestrzenie liniowe zwigzane z uktadami liniowymi |l
Dla wykazania tego twierdzenia zauwazamy, ze jedli v, w € N'(A), to dla
dowolnych o, 8 € R mamy

A(av + Bw) = aAv + fAw =0

wiec (av + pw) € N(A).
Podobnie, jesli v, w € R(A), wiec v = Au, w = Az dla pewnych u, z € R", to
dla dowolnych «, 5 € R

av + Bw = aAu + Az = Alau + B2),

wiec (av + fw) € R(A).
R(A) nazywamy przestrzenia kolumn macierzy A poniewaz

R(A) = {tiA1+ bAs+ ...+ thAs | t1, b, ..., th ER},
gdzie Ay, ..., A, oznaczaja kolumny macierzy A (bedace wektorami z R™);
ail ain . ain
A= 0 = A A
aml am? e amn



Podprzestrzenie liniowe, rozpinanie podprzestrzeni

Stwierdzenie (Powtoka liniowa uktadu wektoréw)

Dla kazdego uktadu vi, ..., vk elementéw przestrzeni liniowej V nad K zbiér
wszystkich kombinacji liniowych wektoréw tego uktadu

k
{(v=) NyeVINeK j=1, ..., k}=ling{w, ..., v} =lin{u, ..., v}

j=1

jest zamkniety wzgledem kombinacji liniowych. Zbiér ten jest nazywany
powfoka liniowa (nad ciatem K) ukfadu v, ..., vi.

A zatem zbidr ling{v1, ..., vk} jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V —
nazywamy ja przestrzenig rozpieta lub generowang nad ciatem K przez uktad
Vi, ..., Vk.

W szczegéblnosci, kazdy taki zbiér zawiera wektor zerowy (element neutralny
wzgledem dodawania) i wraz z kazdym elementem v € V zawiera takze jego
element przeciwny —v.



Uktad wektoréw rozpinajacy podprzestrzen

V=lin{u,v}cR®

Podprzestrzen lin{u, v} jest rozpieta przez wektory u, v




Liniowe relacje w przestrzeni liniowe;j

Definicja (Liniowo zalezne i liniowo niezalezne ukfady

wektoréw)
Uktad vi, ..., vk wektoréw przestrzeni liniowej V' nazywamy uktadem liniowo
zaleznym, jesli istnieja takie liczby A1, ..., Ak, nie wszystkie réwne zeru, ze

Atvi+Xova + ..o+ v = 0. (14)

Zwiazek postaci Aivi + Xava + ... + Akvk = 0, w ktérym przynajmniej jeden ze
wspdtczynnikéw A; jest rézny od zera, bedziemy nazywali relacjg liniowa miedzy
wektorami uktadu vi, ..., w.

Jesli uktad nie jest liniowo zalezny, to nazywamy go liniowo niezaleznym.

Stwierdzenie

Ukfad vi, ..., vk wektoréw przestrzeni liniowej V' jest liniowo niezalezny
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ukfadu liczb A1, ..., A¢ jest spetniona
réwnowaznosé

Avi+Xov+ oo FMve=0 < AM=X=...=\=0. (15)



Uktady o matej liczbie wektoréw

Stwierdzenie

a) Ukftad zawierajacy wektor O jest liniowo zalezny.

b) Uktad ztozony z jednego réznego od zera wektora jest liniowo niezalezny.
c) Jesli uktad dwéch wektoréw v, w € V jest liniowo zalezny, to albo
przynajmniej jeden z nich jest wektorem zerowym, albo istnieje rézny od zera
element \ € R, taki ze v = Aw. W tym ostatnim przypadku méwimy, ze
wektory v, w sa wspétliniowe.

Wykazemy c). W przypadku gdy v # 0 i w # 0 oba wspdtczynniki kombinacji
liniowej av + Bw = 0 s3 rézne od zera ( dlaczego?) i wéwczas

. . «a
v=——w, i takze w=——v.
«a

B

Pozostata cze$¢ wypowiedzi wynika bezposrednio z punktu a).



Liniowa niezalezno$¢ wektoréw przestrzeni kartezjanskie;

Stwierdzenie

Uktad w1, ..., vi wektoréw przestrzeni liniowej R™ jest liniowo niezalezny

wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzeri zerowa macierzy A= |vi v» ... vk]

o kolumnach w1, ..., vk zawiera tylko wektor zerowy, N'(A) = {0}.

Zapiszmy wektory vi, ..., vk za pomoca wspétrzednych w postaci kolumnowej,
Vi1 Vi2 Vik VIl ... Vi
Va1 V22 Vak Vol ... Wk

i=| . |, ve=| .|, --w=| . zatem A= ,
Vm1 Vm2 Vmk Vmli ... Vmk

skad wynika (por. wczesniejszy wzér (13))

Avi+ v+ .o+ v = Az, gdzie z=| . |. (16)



Liniowa zalezno$¢ uktadu wektoréw w R”

Stwierdzenie

Jesli k > n, to ukfad wektoréw w1, ..., vk nalezacych do przestrzeni R" jest
liniowo zalezny.

Rzeczywiscie, z warunku (16) wynika, ze wspétczynniki \; zerowej kombinacji
liniowej wektoréw uktadu spetniajg uktad réwnan

Vi1 e Vik )\1

V21 N %1% )\2
Atvi+dove 4+ o v = | . .| =0,

Vmi1 . Vmk >\k

w ktérym jest wiecej niewiadomych niz réwnan, a taki uktad ma zawsze

rozwigzania niezerowe.



Konsekwencje liniowej zaleznosci uktadu wektoréw

Jedli uktad wektoréw vi, ..., vk przestrzeni liniowej V jest liniowo zalezny
i Aivi + Xova + ... 4+ Akvk = 0, to dla pewnego wskaznika 1 < j < kK mamy
K
)\_,' 7é 0, Skqd )\j\/j = — Z )\,'V,' i dalej
i=1, i

Stwierdzenie
Uktad wektoréw vi, ..., vi przestrzeni V jest liniowo zalezny wtedy i tylko
wtedy, gdy jeden z wektoréw ukfadu jest kombinacja liniowa pozostatych.

Whiosek

Z kazdego liniowo zaleznego uktadu wektoréw v, ..., vk przestrzeni V. mozna
wybra¢ (pod-)uktad liniowo niezalezny rozpinajacy te samag podprzestrzen.




Kombinacje liniowe uktadu liniowo niezaleznego

Stwierdzenie

Jesli uktad wektoréw v, ..., vi przestrzeni liniowej V jest liniowo niezalezny,
to wspdfczynniki dowolnej kombinacji liniowej tego ukfadu sa jednoznacznie
wyznaczone;

Avitdovat o FAVk = pavitpavat bk == AL = 1, e, Ak =k

Definicja (Baza przestrzeni liniowej)

Uktad wektoréw vi, ..., vk przestrzeni liniowej V' nazywa sie baza V/, jesli
kazdy wektor v € V jest kombinacja liniowa wektoréw tego uktadu z
jednoznacznie wyznaczonymi wspédtczynnikami;

k
V=MAvi+ v+ ...+ dv = Z)\jvj.
j=1

Wspétczynniki A; tej kombinacji liniowej nazywamy wspétrzednymi wektora v
wzgledem bazy vi, ..., w.
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Baza przestrzeni wyznacza jej wtasnosci algebraiczne
Twierdzenie (Bazy i wspétrzedne)
Niech vi, ..., vk bedzie baza przestrzeni liniowej V.
a) Kazdy wektor przestrzeni liniowej V jest jednoznacznie wyznaczony przez
swoje wspédtrzedne wzgledem tej bazy:
k

k
v:E x,-v,-:g ZiVi <= xi=2z, i=1,...,k.
i=1

i=1

b) Dodawanie wektoréw, mnozenie przez liczby i liniowe kombinacje wykonuje
sie ,,po wspotrzednych” wzgledem wybranej bazy :
k

k k
V=Zx,-v,-; W:ZZ,'V,' - av+ﬂw:2(ax,-+ﬂz;)v;.
i=1

i=1 i=1
¢) Przestrzenie liniowe V i W, ktérych bazy va, ..., vk i wi, ..., wk s3
réwnoliczne, sa pod wzgledem wtasnosci algebraicznych jednakowe
(izomorficzne).

Przestrzen P"[t] wielomianéw stopnia < n o wspéfczynnikach rzeczywistych

jest izomorficzna z przestrzenig R™™.




Wymiar przestrzeni liniowe;j

Twierdzenie (Réwnolicznos$¢ baz)

Kazde dwie bazy przestrzeni liniowej V' maja te sama liczbe elementdw.

Definicja (Wymiar przestrzeni liniowej)
Liczba elementéw bazy przestrzeni liniowej V' nazywa sie wymiarem przestrzeni.
Oznacza si¢ j3 symbolem dim V.

Stwierdzenie (Konkretne bazy)

Podane ukfady sa bazami w wymienionych przestrzeniach:

a) e=(1,0,...,0), e&=(0,1,0,...,0),...,e.=(0,0,...,1) — baza
standardowa w przestrzeni K";

b) {Ejx =[0j], 0<j< m,0< k < n} — baza standardowa w przestrzeni
macierzy prostokatnych My »(K);

c) {mi(t) =t*, 0 < k < n} — baza jednomianowa w przestrzeni P"[t].



Wymiary

Twierdzenie (Wymiary podstawowych przestrzeni liniowych)
Przestrzenie z Przyktadu 1 maja nastepujace wymiary:

dimR" = n;

dimMpxn(R) =m-n, w szczegélnosci dim M1y ,(R) = dim M,x1(R) = n;
dim M, (R) = n’;

dim To(R) = w
dimP"[t] = n+ 1.



Wymiary przestrzeni wierszy (kolumn) macierzy

Stwierdzenie (Rzad macierzy i wymiar przestrzeni wierszy)

Niech A bedzie macierza w postaci schodkowej:

ai ai dlq ais ain
0 EX a2 azs azn
y 0 0 asq ass asn
0 0 0 ars am
0 0 0 0 0

Niezerowe wiersze macierzy w postaci schodkowej sa liniowo niezalezne
i rozpinaja przestrzeri liniowa wymiaru r (r = r(A) jest rzedem macierzy A).

Twierdzenie (Rzad macierzy)

Wymiar przestrzeni rozpietej przez kolumny macierzy jest réwny wymiarowi
przestrzeni rozpietej przez wiersze macierzy. Te wspdlng wartos¢ nazywamy
rzedem macierzy;

dimR(A) = dimW(A) = r(A)



Przestrzen zerowa macierzy i jej wymiar

Twierdzenie (Wymiar przestrzeni zerowej macierzy)

Niech N(A) = {x € R" | Ax = 0} bedzie przestrzenig zerowg macierzy
A € Mpxn(R), tj. zbiorem rozwigzan jednorodnego ukfadu liniowego Ax = 0.
Zachodzi réwnos¢

dimN(A) = n — r(A).

Jako baze przestrzeni N'(A) mozna przyjaé ukfad k = n — r(A) wektoréw

ui, ..., Uk, skonstruowanych nastepujaco.

Niewiadome wolne w uktadzie Ax = 0, ustalone w dowolnie wybranej
kolejnosci, nazwiemy y1, y», ..., Yk.

Rozwiazemy kolejno ukfad Ax = 0 przyjmujac 1 jako wartos¢ dla jednej
niewiadomej wolnej, a 0 dla pozostatych. Kazde z takich rozwigzan jest
Jjednoznacznie wyznaczone i daje wektor, ktory oznaczymy przez u;, gdzie j jest
aktualnie wybranym numerem niezerowej zmiennej wolnej.

Mozna sig przekonad, ze te wektory tworzg baze przestrzeni N'(A).



Wybér bazy w przestrzeni kolumn macierzy |

Rozwazmy uktad

x + 3x 4+ x3 — 3x 4+ x5 =
—2x1 — 6x2 — 3x3 + b5xs + 2x5 =
x1 + 3x — 4x3 — 8xs — X5 =

i odpowiadajaca mu macierz rozszerzona

1 3 1 -3 1
[Ab]=|-2 -6 -3 5 2
1 3 -4 -8 -1

3
3
4

Po sprowadzeniu do postaci schodkowej otrzymamy

1 3 0 —4 0] 2
-1
2

0 01 1 0
0 0 O 01

Ktére kolumny tworzg baze w przestrzeni R(A) kolumn macierzy

wspdtczynnikéw A?




Wybér bazy w przestrzeni kolumn macierzy |l

Uktadem jednorodnym odpowiadajgcym temu uktadowi jest

x + 3x 4+ x3 — 3x 4+ xs = 0
—2x1 — 6x — 3x3 4+ bxa + 2x5 = O,
x1 + 3x — 4x3 — 8xs — X5 = 0,

1 3 0 -4 0
z macierza zredukowana postaci [0 01 1 0] .

0 0 O 01
Przestrzenia zerowa (przestrzenia rozwiazan jednorodnego uktadu)
N(A) = {x €R*| Ax =0} jest

N(A) ={x=[-3u+4v,u, —v,v,0 | v,ucR}.
Jako baze przestrzeni zerowej N'(A) mozna wzigé uktad ztozony z wektoréw
n = [_37 17 0> 07 O]tv n = [4, 0, —1, ].7 O]t

Zauwazmy
dim N (A) + dim R(A) = 2 + 3 = dimR>.



Jawna postaé bazy przestrzeni zerowej macierzy

X1 [x1] [>T
Xr X/ x;'
u = 1 ; u = 0 ; 5 Ug = 0
0 1 :
0 :
0
L . L - L 1 .
Przyjeto tutaj dla uproszczenia zapisu, ze niewiadomymi wolnymi w uktadzie sa
niewiadome X,4+1, ..., Xn.

Przyktad (Przypadek jednego réwnania)
Dla A= [31 az

an] € Mixn(R), a1 # 0, przestrzen rozwigzan
réwnania

Ax = a1xy +axxo+...+anx, =0

jest rozpieta przez wektory uj € R” postaci

t t
ul:[—ﬂ 10 ... o} , U2=|:_§ 01 0.. 0] ;
ai ai



Struktura podprzestrzeni liniowych w przestrzeni R”
Twierdzenie (O uzupetnianiu do bazy)
Jesli W C V jest wlasciwg (W # V) podprzestrzenig liniowa przestrzeni V
i ukfad {wr, ..., wi} jest baza przestrzeni W, to w przestrzeni V istnieje taki
ukfad liniowo niezalezny {v1, ..., Vm}, ze {w1, ..., Wik, V1, ..., Vm} jest baza
przestrzeni V.

Twierdzenie (O konstruowaniu podprzestrzeni)

a) Kazda podprzestrzen liniowa wymiaru k < n przestrzeni R" jest przestrzenig
zerowg pewnej macierzy A € Mpxn(R) o rzedzie réwnym n — k.

b) Czes¢ wspdlna V N W podprzestrzeni liniowych V, W C R" jest
podprzestrzenia liniowa o wymiarze

dim V N W < min(dim V, dim W).

¢) Dla dowolnych podprzestrzeni liniowych V., W C R" istnieje najmniejsza
podprzestrzen liniowa zawierajaca obie te podprzestrzenie. Jest ona nazywana
suma podprzestrzeni V' i W i oznaczana przez VV + W, a jej wymiar spetnia

dim(V+ W) =dimV +dimW —dimVn W.



Przyktady
Przyktad (Rozszerzanie bazy podprzestrzeni do petnej bazy)

Z poprzedniego przyktadu wiemy, ze przestrzen zerowa
1 3 0 -4 0
N(A) = {x €R®| Ax =0} macierzy A = lO 01 1 0]
0 0 O 01

jest réwna podprzestrzeni W = { x = [-3u+4v, u, —v, v, 0]" | v, u € R} C R®.
Jako baze tej podprzestrzeni obierzemy uktad
up =[-3,1,0,0,0], w=1[4,0, -1, 1,0]".

Jako uktad uzupetniajacy baze {u1, w2} podprzestrzeni W mozemy przyjaé
uktad ztozony z wektoréw

v =1[0,0,00,1° wv=[0,0,1,1,0° w=]0,1,0,0,0,

w oczywisty sposéb bedacy liniowo niezaleznym uktadem nie nalezacym do W.
Wobec dimlin{vi, vs, v3} = 3 uktad {u1, u2, vi, vo, v3} jest baza R®,
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Mierzenie dtugosci i katéw w przestrzeni kartezjanskiej
Definicja (Norma, odlegtos¢ i iloczyn skalarny w R")
Dla wektoréw z przestrzeni R" uzywamy tutaj zapisu kolumnowego.

lloczynem skalarnym w przestrzeni R” nazywamy funkcje par wektoréw

n
R"XR"B(X,y)n—»x-y:xty:ZijjeR. (17)
j=1
Norma euklidesowa w przestrzeni R" nazywa sie funkcje wektora
n 1
R" 3 x+—|x] = xf—i—...—i—xﬁz(ijz)ze]R. (18)
j=1

Metryka (odlegtoscia) euklidesowa w R" nazywa sie funkcje par wektoréw

RTXR"3 (x, y) — dlx ) =[x =yl = (D 0g - 0)?) " e R (19)




lloczyn skalarny w R”

Stwierdzenie (Formalne wtasnosci iloczynu skalarnego w R")

(a) Odwzorowanie n
R"xXR"3 (x,y) ~x-y=Y xy€R, (20)
spetnia dla kazdych x, y, v e R" ia, B € R w;;ulnki:
(i) (ax+ By)-v=oa(x-v)+B(y-v), (liniowo$¢ wzg. kazdego
v-(ax+ By)=a(v-x)+6(v-y), argumentu z osobna)
(ii) X-y=y-x, (symetria)
(iii) x-x>20, orazx-x=0 < x=0, (dodatnia okreslonos¢).

(b) Dla dowolnych wektoréw x, y € R" jest spetniona nieréwnos¢ Schwarza

Ix - y| < [x|lyl, (21)

a w nieréwnosci (21) réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x i y sa
wspétliniowe, tj. Ax + py = 0 dla pewnych X, 1 € R.



lloczyn skalarny ogdlnie

Definicja (lloczyn skalarny w przestrzeni liniowej nad ciatem R)

Dla ogdlnej przestrzeni liniowej V nad ciatem R iloczynem skalarnym
nazywamy kazda funkcje pary wektoréw

VX V3(x,y)—(xy) €R, (22)
spetniajaca warunki
(IL1) ((ax + By), v) = alx, v) + B(y, v), (liniowo$¢ wzg. kazdego
(v, (ax + By)) = alv, x) + B{v, y), argumentu z osobna)
(1L2) (x, yy = {y, x), (symetria)
(IL3) (x, x) 20, oraz (x, x) =0 <= x =0, (dodatnia okreslonos¢).

Jak poprzednio definiujemy norme wektora wzorem
x| = v/ (x, x).
W tym kontekscie takze obowigzuje fundamentalna nieréwno$¢ Schwarza

5 y) < DIxIHly [l (23)

wraz z analogicznym warunkiem dla zachodzenia we wzorze réwnosci.




Ortogonalnosé¢

Definicja (Wektory ortogonalne )

Wektory v, w € V nazywamy ortogonalnymi (prostopadtymi), gdy (v, w) = 0.
Ortogonalno$é wektoréw v, w zapisujemy symbolicznie v L w.

Zauwazmy, ze relacja ortogonalnosci wektoréw jest symetryczna;

v.lw <= w.Ll voraz ze wektor O (i tylko on) jest ortogonalny do kazdego
z wektoréw przestrzeni V.

Przykfad (Ortogonalnos¢ wektoréw w R?)

Dla wektoréw v = (v1, v2) # 0 i w = (w1, w») # O przestrzeni R? mamy
viw <<= v-w=viwi+wvw =0.A zatem

wlv — w = A(—w2, v1), dla pewnego A € R.

Stwierdzenie

Zbior wektoréw ortogonalnych do réznego od zera wektora v € V jest
podprzestrzenia liniowa przestrzeni \V/ nazywana ortogonalnym dopetnieniem
wektora v i oznaczang v*.

4

W przypadku V = R" zachodzi dimv- =n—1.



lloczyn skalarny w przestrzeni funkcji ciggtych
Przyktady (lloczyn skalarny w przestrzeniach funkgji)

a) Dla przestrzeni V = C([a, b]) funkgji ciagtych na odcinku [a, b] C R
zazwyczaj definiuje sie iloczyn skalarny jako odwzorowanie

VxV>3(f,g)— (f, g>=bla/bf(t)g(t)dteR.

Sprawdzenie warunkéw IL1-IL2 jest banalne, natomiast prawdziwos¢ warunku
IL3 wynika z giebszych wtasnosci catki, o ktérych méwi wyktad Analizy
Matematycznej.

b) Szczegdlnie czesto wykorzystywany jest iloczyn skalarny w przestrzeni
wielomiandw rzeczywistych zdefiniowany wzorem

1
(o= [ et (24)

-1
W tej sytuacji kazdy wielomian parzystego stopnia jest ortogonalny do
wielomianu nieparzystego stopnia (jaka jest tego przyczyna?), co utatwia pewne
rozumowania.



Funkcje trygonometryczne

Dla przestrzeni wielomiandéw trygonometrycznych, lub przestrzeni C([0, 27])
funkgji ciagtych na odcinku [0, 27], rozwaza sie iloczyn skalarny

27
(o= [ o (25)
0
Woéweczas uktad funkcji
sm t, = cos t, ! —sinnt 1 cos nt (26)

jest uktadem ortonormalnym, nazywanym (unormowanym) ukfadem
trygonometrycznym. Rzeczywiscie, dla wszystkich k, n € N

27 27 2w
/ sin(kt) cos(nt) dt = / sin(nt)dt = / cos(nt)dt =0
0 0 0

0, k#n,

on 2
/0 sin(kt) sin(nt) dt = /0 cos(kt) cos(nt) dt = {ﬂ_’ k=no,

2m
/ dt = 2m,
0




Podstawowe zaleznosci

> Dtugos¢ wektora x = (xi, ..., x,) € R”
n 1/2
x| = Vx-x= (fo) .
j=1

Obowigzujg takze w dowolnej przestrzeni z iloczynem skalarnym

> Dtugos¢ sumy (réznicy) wektoréw ze wzoru
Ixtyf=(xty) (xEty)=x-(xty)ty (xty)=x-x+y-y+2x-y
=PIy Ex-y.
> Jedli x Ly, to ,PITAGORAS"
X+ yP = IxI” + Iyl (27)
» Prawo réwnolegtoboku
x A+ y P+ Ix =y P =2(Ix* + [y )

» nierdwnos¢ tréjkata
Ix+yl < IxI+ 1yl



Kat miedzy wektorami w R”

Definicja (Kat miedzy wektorami w R")

Jesli zaden z wektoréw v, w € R" nie jest zerem, to nieréwno$¢ Schwarza
vew

<L

|[v-w| < |v|lw| mozna przepisa¢ jako —1 < <
|v][wl

Jednoznacznie wyznaczong liczbe 6 z odcinka [0, 7], taka ze

cos 6 :ﬂ, réwnowaznie, v -w = cosf |v||w 28
Ivlw]
v||w

nazywamy katem miedzy wektorami v, w.

Zgodnie z ta definicja kat miedzy niezerowymi ortogonalnymi wektorami jest
réwny /2, co wyjasnia uzycie tej terminologii.

Przyktady (Wektory ortogonalne)

a) Wektor 0 jest ortogonalny do kazdego wektora przestrzeni.

b) Wektory standardowej bazy jednostkowej {€;} w R” sa parami ortogonalne;

ej~ek:0, j;ﬁk




Kat miedzy wektorami na ptaszczyznie R?

Przyktad (Wspétrzedne biegunowe na ptaszczyznie R?)
W geometrii ptaszczyzny tradycyjnie nazywa sie wektory e; = (1, 0) i
e = (0, 1) wersorami osi. Niezerowy wektor v = (x, y) € R? tworzy z
wersorami osi katy (1 i w2 dane wzorami

X Yy

cos 1 =

Poniewaz

2 2
X n y —1,
/XZ _|_y2 /X2 _|_y2
to zauwazamy, ze katy ¢1 i 2 s3 katami dopetniajacymi, v1 + w2 = /2.
Oznaczajac ¢ = 1 otrzymamy

v =(x, y) = |v|(cos ¢, sin )

Jest to rzeczywista forma zapisu wzoru na przedstawienie trygonometryczne
liczby zespolonej z = x + iy.




Kat miedzy wektorami na ptaszczyznie R?, cd.

Przyktad (Jeden centralny wzér z trygonometrii)

a) Niech x = (x1, x2) i y = (y1, y2) tworza z osiag Ox; odpowiednio katy ¢1 i
2, tak ze

x = (x1, x2) = |x|(cos 1, sinp1);

y = (y1, y2) = lyl(cos ¢z, sin ¢2).

gdzie |x| = \/x2 +x2, |y| = /y? + 3.

Wéwczas
x +y = |x]||y] (cos 1 cos @2 + sin 1 sin p7)
i po wykorzystaniu wzoru
cos acos 3 + sin asin 8 = cos(a — 3)

otrzymamy
x-y = |x|ly|cos(p1 — 2).



Rzut prostopadty na kierunek wektora

Dla u # 0 wyznaczamy podprzestrzen W = Ru = lin{u} C R" (kierunek
wektora u) i jej dopetnienie ortogonalne W = {x € R" | x L u} = {u}™*.
Oznaczamy u, = |u| ™ u unormowany wektor w kierunku u.

V—Py(v)

N
A8

@/

Rzut ortogonalny v na kierunek wektora u

Twierdzenie (Formuta dla rzutu ortogonalnego)

Dla kazdego wektora v € R" wektor vy zdefiniowany réwnoznacznymi wzorami
v-u
|uf?

Jjest jedynym wektorem vo € lin{u}, takim ze vi = v — vo € lin{u}™.

vo = u=(v-un)u, =cosb|v|un

Zatem v=wv+ v, v € lin{u}, vi € lin{u}™.
S



Witasnos¢ ekstremalnosci rzutu ortogonalnego

Definicja (Rzutowanie ortogonalne na kierunek wektora)

Wektor vo = (v - un)u, bedziemy nazywac rzutem prostopadtym lub
ortogonalnym wektora v na kierunek wektora u, a odwzorowanie

R"> v Py(v)=(v-up)u, €eR" (29)

nazwiemy rzutowaniem ortogonalnym lub rzutowaniem prostopadtym
przestrzeni R" na kierunek wektora u.

Twierdzenie (Rzut ortogonalny minimalizuje odlegtos$¢)

Dla dowolnie ustalonego wektora v ¢ lin{u} funkcja liczbowa
lin{u} 5w d(v,w)=|v—-—wleR
przyjmuje minimum w punkcie vo = Py(v),

min{d(v, w) | w € lin{u}} = |v — Pu(v)|.



Przyktady

Dane s3 W = lin{u} C R" i niezerowy wektor v ¢ W. Przypomnijmy:
ortogonalne dopetnienie wektora u jest oznaczane u™ i zdefiniowane jako
vt ={x€R"|u-x=0}.

Przyktady (Rzuty prostopadte)
a) Obierzmy u=¢€,=(0, ..., 0, 1), v=(v1, ..., Vo1, Vp). Wbwczas
Pu(v)=(v-een=1(0,...,0, va), vi =(vi, ..., Va1, 0).

b) Niech n=3iu=(1, 1, 1) € R®. Zauwazmy, ze |u|? = 3 oraz
u-XxX=x1+ x + x3, wiec

u-x

e =X $rednia wartosé xi, x2, x3.
u

Zatem rzut wektora v = (v1, v2, v3) na kierunek u wyraza sie wzorem (29)

Py(v) = vi+ v+ w3

3 (1,1,1)=v(1, 1, 1),

a prostopadta do u skfadowa v, wyraza sie przez

VLZ(Vl—\_/,Vz—\_/,V3—\7).



Uktady i bazy ortonormalne
Definicja (Uktady ortogonalne i ortonormalne)

Uktad wektoréw {vi, v, ..., vi} C R" bedziemy nazywaé:

> uktadem ortogonalnym (w skrécie u. 0.), jesli dowolne dwa wektory tego
uktadu (o réznych wskaznikach) sa ortogonalne, tj. dla kazdej pary i, j
zachodzi i#j = v;-vi=0;

> jesli ponadto v; - v; = 1 dla kazdego i, tj. norma kazdego wektora uktadu
jest réwna 1, to powiemy, ze jest on uktadem ortonormalnym (w skrécie
u.o.n.);

> Baze {vi, v, ..., vo} C R" przestrzeni R", ktéra jest uktadem
ortonormalnym bedziemy nazywaé baza ortonormalng (w skrécie b. 0. n.)
przestrzeni R".

Stwierdzenie (O wtasnosciach uktadéw ortogonalnych)

Ukfad ortonormalny {vi, v», ..., vk} jest ukfadem liniowo niezaleznym.
Uktad ortonormalny {v1, v, ..., vi} w przestrzeni V jest baza przestrzeni V
wtedy i tylko wtedy, gdy lin{vi, va, ..., vk} = V.

W szczegdlnosci: uktad ortonormalny {v1, v», ..., vk} w przestrzeni R" jest
baza tej przestrzeni wtedy i tylko wtedy, gdy k = n.



Wektory unormowane

1
Odwzorowanie v — WV okreslone dla wektoréw v € V' \ {0} nazywamy
v

unormowaniem (normalizacjg) wektora v. Ogdlnie, wektorami unormowanymi
bedziemy nazywaé wektory o dtugosci 1.
Wektory unormowane w przestrzeni R" tworza zbiér

ST ={xEeR"| x| = /X0, =1},

ktéry jest odpowiednikiem ,sfery jednostkowej” w przestrzeni R3.
Dla n = 3 wektory unormowane mozemy przedstawi¢ w formie

(sinfcos @, sinfsing, cosd), 0< p<2m 0<O <.

Jesli {v1, ..., vk} jest u. o. w przestrzeni R" i nie zawiera 0, to wektory
unormowane
1 1 1
u = ——w, u = —Ww, ey Uy = — Vi
|va |v2] v
tworza uktad ortonormalny, rozpinajacy te sama przestrzen co {vi, ..., vk};
lin{vi, ..., vi} =lin{u1, ..., uk}.



Przyktady uktadéw ortogonalnych i ortonormalnych

Przykfad
a) Jedli 0 # w = (w1, w2) i przyjaé w’ = (—we, wi), to ukfad {w, w'} jest
ortogonalny

wew' = (w1, w2) - (—w2, w1) = —wiwo + wowy = 0.

Na przyktad, wektory (cos ¢, sin @) i (— sin ¢, cos ¢) sa ortogonalne i
unormowane, co w zapisie kolumnowym wyraza sie przez réwnosci

cos ¢ ‘ —sing —0 cos ¢ ! cos ¢ 1 —singb-t —sing -1
sin ¢ cos¢p | 7 |sing| |sing| 7 cosg | | cos¢ -

tacznie te trzy réwnosci s3 réwnowazne réwnosci macierzowej

[cos¢ sinq&} [cosd) —sinqﬁ] . [1 0]

—sing cos¢| [sing cos¢p | [0 1|
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Najwazniejsze zagadnienia

> Wspédtrzedne wektora w bazie o.n.

> Uogdlniony wzér Pitagorasa

> Rozkfad wektora w bazie o.n.

» Konstrukcja rzutu ortogonalnego na podprzestrzen
» Ekstremalne wtasnosci rzutu i jego zastosowania

> Przyblizone rozwigzania uktadu réwnan liniowych

» Klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw

Szczegéty w podreczniku, Rozdz. 7.



Wspétrzedne wektora w bazie ortogonalnej
{v1, ..., vk € R"} uktad ortogonalny nie zawierajacy wektora zerowego,
V =lin{w, ..., vk} podprzestrzen rozpieta na tych wektorach.

Stwierdzenie (Rozktad wektora w bazie ortogonalnej)
a) {vi, ..., vk} jest baza ortogonalnq przestrzeni V,

|:|

b) Kazdy x € V =lin{wi, ..., w} jest suma wzajemnie ortogonalnych
sktadowych

zas {u1, ..., ux}, gdzie uj = vi, jest jej baza ortonormalna.

k

=y e, - Z(x W) (30)

j=1
¢) Dla dowolnych x, y € V =lin{wi, ..., v} mamy
K
Xy =Y (< )y y), (31)

j=t
oraz ,,uogdlniony wzér Pitagorasa”

k
X = el (32)
j=1




Rzut ortogonalny na podprzestrzen

Wspétezynniki kombinacji liniowej po prawej stronie wzoru (30) nazywamy
wspdtrzednymi wektora x wzgledem uktadu ortonormalnego {u1, w2, ..., uk},
a sam wz6r (30) bedziemy nazywali rozwinieciem wektora x wzgledem uktadu
ortonormalnego {u;}.

m
Rozdzielajac sktadniki sumy (30) na dwie czesci, > (x - uj)u; dla m < k

j=1
i pozostate, otrzymujemy wektory o szczegdlnych wtasnosciach. Oznaczymy

k

Po(x) =Y (- u)uy,  Qu(x)= > (x- u)u;,

j=1 j=m+1

co pozwoli zapisac
x = Pp(x) + Qm(x), (33)
gdzie Pm(x) € lin{uy, ..., um}, Qn(x) € lin{ur, ..., ux}".  (34)

Sktadnik Pm(x) w sumie (35) nazywamy rzutem ortogonalnym wektora x na
podprzestrzen lin{us, ..., Um}.



Rzut ortogonalny w przestrzeni R3

Pw(x) =%+ % = (x-u)u + (x- w)us




Rozktad ortogonalny przestrzeni R”

Twierdzenie (O rozktadzie ortogonalnym przestrzeni)

Niech W C R" bedzie podprzestrzenia liniowa wymiaru k. Wéwczas zbiér
W ={x€R"|x L w dla kazdegow € W },

nazywany ortogonalnym dopetnieniem przestrzeni W, jest podprzestrzenia
liniowa wymiaru n — k. Kazdy wektor x € R" mozna zapisac jednoznacznie w
postaci sumy

x=w+ w’, gdzie we W, w®e W, (35)

przy czym wystepujacy w tym rozktadzie wektor w € W jest liniowa funkcja
wektora x. Inaczej méwiac, x — w € W jest odwzorowaniem liniowym,
oznaczanym symbolicznie x — Py /(x) i nazywanym rzutem ortogonalnym na
przestrzen W.



Ekstremalno$¢ rzutu ortogonalnego w przestrzeni R”

Twierdzenie (Rzut ortogonalny minimalizuje odlegtos¢)

Niech {u1, ta, ..., un} bedzie bazg o.n w przestrzeni R";

W =lin{w, ws, ..., um}, m < n, podprzestrzenia rozpieta na pierwszych m
wektorach tej bazy.

a) Pw : R" — R" odwzorowanie rzutu ortogonalnego na W jest dane wzorem

Pw(x) = Z(x - uj)uj, x e R".
j=1

b) Dla dowolnie ustalonego wektora v ¢ W funkcja liczbowa
Wsw—d(v,w)=|v—w|eR
przyjmuje minimum w punkcie vo = Pw/(v),
min{d(v, w) | w € W} = |v — Pw(v)].

c) Wektor vo = Pw(v) jest wyznaczony warunkami: vo € W iv — vy € W,



Bazy ortogonalne i macierze, |

Wektory z przestrzeni R" zapisujemy w notacji kolumnowej. lloczyn skalarny
wyraza sie wzorem — wskaznik gérny ‘ oznacza transpozycje macierzy;

n
t y2 .
x-y=xy= [xl X2 ... x,,] . :Zx,yj
; =y
n,
Uktad wektoréw {ul, ...,um} z przestrzeni R” mozna przedstawi¢ jako macierz
[u1, ..., um] 0 wymiarach n x m, dla m = n jako macierz kwadratowa

stopnia n.

Stwierdzenie (Macierzowe kryterium ortonormalnosci)

Uktad {u1, ..., um} wektoréw z przestrzeni R" jest ukfadem ortonormalnym
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz U, ktérej kolumnami sg wektory u; spetnia

t . . .
U U=Ipn, |»— macierz jednostkowa stopnia m.




Bazy ortogonalne i macierze, |l

Stwierdzenie (Bazy ortonormalne i macierze)

Uktad {u1, ..., un} wektoréw z przestrzeni R" jest baza ortonormalng wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz U, ktdrej kolumnami sa wektory u; spetnia

t . . .
uu=l,, |,— macierz jednostkowa stopnia n.

Definicja (Macierz ortogonalna)

Macierz kwadratowa U € M,(R), ktéra spetnia réwnosé
utu =1,
nazywa sie macierza ortogonalna.

Whiosek

Macierz ortogonalna U jest macierza odwracalna, zatem

UtU=UU =1, Ut=ut det U = +1,




Obliczenia we wspotrzednych

Niech U bedzie macierza ortogonalna stopnia n, {u1, ..., uy} baza
ortonormalng przestrzeni R" utworzona z kolumn macierzy U.
Wspétrzedne (y1, 2, ..., ¥n) wektora x € R” w bazie o. n. {u1, ..., un}
n
wyznaczone przez x = y . yju; s3 dane wzorami (w zapisie kolumnowym)
=1
t
n uj - X uil Uiz ... Ulp X1
2 u - X Uil U2 ... Un X2
=| . |=|. _ - (36)
n Up - X Un1 Un2 Unn Xn

Stwierdzenie
Odwzorowanie R" 3 x +— y = U' x € R" zachowuje dfugos¢ wektoréw i katy
miedzy nimi:

t t t
lyl = U x| = |x], v-w=Uv-Uw, v,weR"
Odwzorowania zachowujace dtugosci wektoréw nazywamy izometriami.



Metoda ortogonalizacji Grama—Schmidta

Metoda G-S prowadzi od uktadu liniowo niezaleznego v, ..., vk do uktadu
ortonormalnego u1, ..., ux z zachowaniem kolejnych podprzestrzeni
rozpinanych przez te uktady:
lin{vi} = lin{w},
lin{vi, vo} = lin{w1, o},
lin{va, v, v3} = lin{w, o, us},

itd.

Mamy (wspétczynniki «j zapewniaja unormowanie wektoréw w;)

i =, a1 = |wvif;
aaty = vo — (va - up)ui, a = |va — (v2 - tn)wnl;
ozuz = vy — (va - ur)ur — (va - w2) e, a3 = |v3— (v3-ur)ur — (v3 - 2)uof;

agus = va — (va - t1)un — (va - n2)uz — (va - us)us;

Warto zauwazy¢, ze po prawych stronach znaku réwno$ci wystepuja rzuty

kolejnych wektoréw v; na podprzestrzenie rozpigte przez uy, up, ..., Uj_1.



llustracja konstrukcji Grama-Schmidta

Przyktad (Konstrukcja G.=S. dla uktadu {vi, v», v3}.)
Mamy

= |V1|_1V1

(v2-w1) 1
|V|2 vi, U2:|W2| wo
1

wo =vo — (va- ) = vo —

Welinjupup) U0

Trzeci krok konstrukgji uktadu o. n. {uy, us, u3}




Przyktad konstrukcji Grama—Schmidta |
Baze przestrzeni R® ztozong z wektoréw vi = (1, 1, 1), v = (1, 1, 0),
vz = (1, 0, 0) przeprowadzimy na baze ortonormalna metoda Grama-Schmidta.
W pierwszym kroku przyjmiemy u; = v = (1, 1, 1), a dla wyznaczenia wektora
nalezacego do przestrzeni lin{vi, v»} i ortogonalnego do u; odejmiemy od
wektora v, jego rzut na kierunek ui (= wv1),

. 2
h V2 Po obliczeniu X\ = =;

u = vo — )\l.ll7 gdzie A= W 3

co daje (bez normowania wektora)
2 1
w=(1,1,0) - 5(1, 1,1)= §(1, 1, -2)

W nastepnym kroku przyjmujemy z podobnych wzgledéw

. V3 - 1 1 V3 - U2 1
U3 = vz — iUy — Qallp, gdzie m:W:E, = ——= = Z:
1

w=(1,0,0)— %(1, 1,1)— %(1, 1, —2) = %(1, ~1,0).



Przyktad konstrukcji Grama—Schmidta Il

Otrzymany ukfad wektoréw {u1, uz, uz} jest ortogonalny, ale nie unormowany.
Obliczymy dtugosci otrzymanych wektoréw

2 1
=3 —./2 -
il = V3, Juo \[3 ] = 5.
i przez normalizacje
W= o = (11, 1), we = | e = (1,1, —2)
1 1 1 \/§ ) ) 2 2 2 \/g ) 5
_ 1
w3 = |U3| 1U3 = 75(1) _17 0)7

otrzymamy uktad {wi, wo, ws} bedacy poszukiwang baza ortonormalna.




Przyktad konstrukcji Grama—Schmidta Ill

Relacje miedzy wektorami wyjsciowej bazy {vi, vz, vs} i otrzymanej bazy
ortonormalnej {wi, we, ws} mozna takze wyrazi¢ réwnosciami

= [vi|ws = V3w,

2
vo = (w1 - v2)wy + |te|we = —wy + 3

\f

1 1
vi = (w1 va)wi + (w2 - v3)wo + |us|ws = 7§W1 + 76W2 + Ewe‘

Przepiszmy trzy ostatnie réwnosci stosujac kolumnowy zapis wektoréw
i ; V. —\/E ! i + 2 1 i :
R RGN IS VR M
1

—1 .

i
5
Sl

+ L
+ 75

s|~

PRI U
"6 Ve |,

Sl
sl




Przyktad konstrukcji Grama-Schmidta IV

Oznaczajac przez W = [Wl w2 W3] macierz kwadratowg stopnia 3, ktorej
kolumnami sa (w tej kolejnosci) wi, wa, ws, mozna wyrazi¢ poprzednie zwiazki
jako rozktad macierzy V w postaci iloczynu dwéch szczegdlnych macierzy:
ortogonalnej macierzy W i gérno-tréjkatnej macierzy T

11 171, 2 1

111 V3 Ve V2 V3 V3
velt 1o/ =|% L -LIl]lo .2 Ll-wr
- V3 Ve V2 3 V6|

100 1 2 1

- 0 o 0 —

V3 V6 V2

Rozktady tego typu maja wiele zastosowan — o niektdérych powiemy pdzniej.




Macierz Grama uktadu wektoréw

Rozwazamy ukfad wektoréw vi, ..., v, nalezacych do R™ i macierz
V € Mnxa(R),
Vi1 V12 e Vin
20 I S
Vm1l Vm?2 e Vmn
traktowang jako ciag kolumn. Macierza Grama uktadu {vi, ..., v,} jest macierz
V- w1 %) Vi Vp
ViV =
Vh VI Vp-Vo ... Vp-Vp
Whiosek
Uktad wektoréw vi, ..., v, przestrzeni R™ jest ukfadem ortonormalnym

wtedy i tylko wtedy, gdy macierz Grama tego ukfadu jest macierza jednostkowa

ViV =1,. (37)




Wyktad 8 (9.05.2019)

Najwazniejsze zagadnienia

» Powtérzenie — konstrukcja rzutu ortogonalnego na
podprzestrzen

» Powtérzenie — ekstremalne wtasnosci rzutu i jego
zastosowania

» Przyblizone rozwigzania uktadu réwnan liniowych

» Klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw

Szczegéty w podreczniku, Rozdz. 7.



Przyblizone rozwigzania nadokreslonych uktadéw réwnan
liniowych

Ukfad réwnan liniowych  Ax=b, A€ Mpx,(R), b € R™, gdzie m > n,
nazywa sie uktadem nadokreslonym. Taki uktad ma wiecej réwnan niz
niewiadomych, czyli przestrzen K(A) kolumn macierzy A jest wiasciwa
podprzestrzenig R™(!) Twierdzenie K.—C. orzeka, ze uktad jest niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy, gdy b € K(A) — to znaczace ograniczenie wektora b.

Funkcja R" 2 x+— §(x) = |Ax — b| = \/ij:l(bj —(Ax);)* €R
przyjmuje warto$¢ O dla rozwigzania x ukfadu i jest miara oddalenia od
rozwigzania dla innych elementéw.

Definicja (Rozwiazanie przyblizone uktadu réwnan liniowych)
Rozwigzaniem przyblizonym uktadu Ax = b bedziemy nazywa¢ taki xo € R", ze
d(x0) = min{o(x) | x € R"}.

Wyznaczenie przyblizonego rozwigzania opiera sie na metodzie rzutu

ortogonalnego, nazywanej w tym konteksécie metoda najmniejszych kwadratéw.



Réwnania normalne
Odlegtos¢ 6(x) = |Ax — b| oblicza sie ze wzoru
8(x)* = |Ax — b> = (Ax — b) - (Ax — b) = |Ax|* — 2(Ax) - b+ |b|?

Minimum tej funkcji mozna wyznaczyé analitycznie, wyznaczajac punkt
krytyczny, w ktérym jej gradient znika, co daje

grad §(x)* = 2A"Ax — 2A'h = 0, — AfAx = A'b

To ostatnie réwnanie (uktad réwnan liniowych) nazywa sie ukfadem réwnan
normalnych. W przypadku gdy A'A jest odwracalna (np. jeéli kolumny macierzy
A s3 liniowo niezalezne, tj. rzad A jest maksymalny), mamy bardzo znang
formute

xnk = (A'A)TA'D. (38)
dla przyblizonego rozwigzania (metoda Najmniejszych Kwadratéw).
Ten sam wzér wynika z zastosowania charakteryzacji punktu minimum funkgji

(5(x)2 jako rzutu ortogonalnego b na przestrzen kolumn macierzy A.



Spojrzenie algebraiczne

Minimum funkcji 6(x) = |Ax — b| jest osiagane w takim punkcie X, ze

(AX — b)-Az=0, dlakazdego z € R"

Ze wzgledu na réwnoéé x - Az = A'x - z mamy

(AX — b) - Az = (A'AX — A'b) -z =0, dla kazdego z € R"

co jest spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy A'AX — A'h = 0, co daje znowu
réwnania normalne X = xyx = (A'A)"'A’b.
WHtasnosci przyblizonego rozwigzania xwyk:

>

>
>
>

xvk = A71b, jezeli A jest kwadratowa i odwracalna;
Axnk = A(ATA)TATh = b, jezeli b € K(A);
Macierz AT = (A*A) "1 A? spetnia relacje ATA=1;

Odwzorowanie R™ 3 y +— A(A'A) LA’y = Axnk jest rzutem
ortogonalnym na K(A).



Dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw |

W naukach empirycznych czesto ma si¢ do czynienia z nastepujacym
problemem — przy badaniu zaleznosci dwéch (lub wiecej) wielkosci otrzymuje
sie ciag punktéw pomiarowych (x1, y1), (x2, ¥2), ..., (Xa, yn). Postulowana jest
liniowa zaleznos$¢ tych wielkosci y = ax + b, a parametry a, b € R tej
zaleznosci maja zosta¢ wyznaczone na podstawie zgromadzonych danych
pomiarowych. Na ogdt jednak na skutek nieuniknionych btedéw przy pomiarze
wartosci x;, yi nie mozna tak dobra¢ wspétczynnikéw a, b € R, zeby spetnione
byty wszystkie réwnania

yvi = ax; + b, i=1,...,n. (39)

Inaczej moéwiac, ten uktad réwnan potraktowany jako uktad dla niewiadomych
a, b nie ma rozwiazan (jest sprzeczny). Szuka sie wiec przyblizonego
rozwigzania, a jako miare przyblizenia przyjmuje sie¢ sume kwadratéw odchylen
wyrazong wzorem

f(a, b) = (y1 — axi — b’ + ...+ (ya — ax, — b’ = Y (i — ax; — b)".
i=1



Dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw ||
Po zapisaniu uktadu (39) w postaci wektorowej,

(y17y27--->yn):a(X17X27---7X")+(b7 b77b)

widzimy, ze zadanie to sprowadza sie do zagadnienia opisanego wczesniej.
Dla danych wektoréw

Y:(ylv---yyn), X:(Xl,...,Xn)

wyznaczy¢ liczby a, b € R, takie by odlegtos¢ wektora Y od kombinacji liniowej
aX + bC, gdzie C = (1, ..., 1) jest wektorem statym, byta najmniejsza.

W poprzedzajacych rozwazaniach zadanie takie rozwiazaliSmy wykazujac, ze
taka wtasnoscia minimalizacji odlegfosci jest scharakteryzowany rzut
prostopadty wektora Y na ptaszczyzne rozpieta przez wektory X, C. Dla
wyznaczenia tego rzutu postuzymy sie warunkiem ortogonalnosci wektora
réznicy Y — (aX + bC) do wektoréw X i C (por. warunek c) Twierdzenia 13).
Stad otrzymujemy réwnania

(Y —(aX+bC))-X=0; (Y—(aX+5bC))-C=0



Dopasowanie prostej metoda najmniejszych kwadratéw Il

ktére po wykonaniu obliczehn prowadza do uktadu réwnan o niewiadomych a, b

a(X-X)+b(C-X)=Y-X,
a(X-C)+b(C-C)=Y- C. (40)

Jest to wprowadzony wczeéniej uktad réwnan normalnych dla metody
najmniejszych kwadratéw. Zauwazmy, ze macierza wspétczynnikéw uktadu
réwnan normalnych jest macierz Grama uktadu wektoréw {X, C}.
Wspétczynniki uktadu réwnan (40) sg dane przez

(C-O=n (X-O=(C-X)=) x, X-X)=> x,

Yo=Yy (Y-X)=) yx,
i=1 i=1

a dla wyznacznika macierzy uktadu mamy

B XX CX\_ o ()
D_det<X-C C~C>_n X,-—(ZX,).
i=1 i=1




Wzory dla wspétczynnikéw prostej regres;ji
Po rozwiazaniu uktadu (40) (wzorami Cramera lub inaczej) dostajemy
Wzory dla wspétczynnikéw prostej y = ax + b dopasowanej metoda
najmniejszych kwadratéw do danych Y = (y1, ..., ¥a), X = (x1, ..., Xa)-

oS- (£4)(E)

(C-OX-Y)=(C-X)(C-Y) _ & pat
b ngxl?— (éx,-)z
(X-X)(C-Y)—(C-X)(X-Y) _ (;XF) (gw) - (,Z::lXi) <§Xi}/i)

b néx,?— (ix,-)2

i=1

b=

W szczegdlnym przypadku, gdy w funkgcji liniowej y = ax + b przyjmiemy
b = 0, uktad (40) sprowadza sie do formuty dla rzutu ortogonalnego wektora Y
na jednowymiarowa podprzestrzen R X




llustracja metody najmniejszych kwadratéw
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Prawo Hubble — zastosowanie metody najmniejszych
kwadratéw
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